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预处理 Ｐ＝（Ｉ＋Ｃ）后双分裂下的 ＳＯＲ迭代法收敛性

王慧勤，雷　刚
（宝鸡文理学院数学系，陕西 宝鸡 ７２１０１３）

摘　要：针对预处理方法求解大型稀疏线性方程组Ａｘ＝ｂ，在以往选择预处理因子的基础上，结合矩阵分析、
分裂理论，给出不同以往的两种预处理后含参数形式的ＳＯＲ迭代方法分裂形式，证明新分裂形式能够使ＳＯＲ迭
代法收敛，并得到收敛速度优于一般的预处理方法，最后找到参数的最优取值。
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　　在科学与工程计算的数学和物理学许多领域，
如流体力学计算、有限元分析中的结构与非结构问

题、石油地震数据处理、数值天气预报、电力系统

优化设计等问题的数值解等都归结为线性代数方程

组的求解，特别是大型稀疏 （即方程中许多未知

量的系数为 ０）线性方程组的求解处于核心的地
位。如在近年来流行的油藏数值模拟软件中，其解

法器部分设计油藏模拟方程离散化后得到的大型稀

疏线性方程组的求解，这个代数方程的求解占据了

８０％以上的计算量，是整个问题计算的瓶颈。大量
的数据和资料显示，线性方程组的求解时间在整个

问题的总计算时间中占有非常大的比重，近年来许

多学者提出运用预处理的方法来加快迭代法的收敛

性。

１　预备知识
在用ＳＯＲ迭代法求解大型线性方程组 Ａｘ＝ｂ

时 （其中Ａ是ｎ阶方阵，ｘ，ｂ是ｎ维向量），常用文
［１］中提到的因子Ｐ＝（Ｉ＋Ｃ）来加速或改善迭代
法的收敛性。也就是对方程组两边分别左乘 Ｐ（称
为预处理因子），转化为

ＰＡｘ＝Ｐｂ （１）
其中Ｉ为ｎ阶单位矩阵，Ｃ为方阵，满足

Ｃ＝
－ａｉ１　ｉ＝２，３，…，ｎ　

０　　　　{
其它

ａ２１，ａ３１，…，ａｎ１分别是方程组系数矩阵 Ａ对应位置
上的元素。通常的处理方法是将矩阵Ａ分裂为对角
矩阵、严格上三角矩阵和严格下三角矩阵三部
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分［２］，不妨设Ａ＝Ｉ－Ｌ－Ｕ。那么求解方程组的
ＳＯＲ迭代法的迭代矩阵为

Ｔ＝Ｍ－１Ｎ （２）
其中Ｍ ＝（Ｉ－ωＬ），Ｎ＝［（１－ω）Ｉ＋ωＵ］。通常
用迭代矩阵Ｔ的谱半径ρ（Ｔ）＜１来确定迭代法收
敛，而且ρ（Ｔ）越小，收敛速度就越快。

常见的预处理形式是在因子 Ｐ作用下，对方
程组的系数矩阵 ＰＡ做类似于系数矩阵 Ａ的分
解［２－３］，令ＰＡ＝Ｉ０－Ｌ０－Ｕ０，这里Ｉ０＝（Ｉ－Ｄ１），
Ｌ０ ＝（Ｌ－Ｃ＋Ｌ１），Ｕ０ ＝（Ｕ＋Ｕ１）分别是矩阵ＰＡ
的对角线部分、严格下三角部分和严格上三角部

分，其中 Ｄ１，Ｌ１，Ｕ１是 ＣＵ的对应的三部分分解。
那么相应地ＳＯＲ方法的迭代矩阵为

ＴＣ ＝Ｍ
－１
ＣＮＣ （３）

这里ＭＣ ＝（Ｉ－Ｄ１）－ω（Ｌ－Ｃ＋Ｌ１）］，ＮＣ ＝［（１－
ω）（Ｉ－Ｄ１）＋ω（Ｕ＋Ｕ１）］。

一般情况下选择在预处理因子 Ｐ的目的是加
快迭代法的收敛速度，许多学者通过选取不同的预

处理因子来加快 ＳＯＲ迭代法的收敛速度，本文在
预处理的基础上，首先改变原有的矩阵分裂形式，

然后引入参数使得分裂形式更加一般化，寻找参数

的取值范围来加快迭代法的收敛性。

引入参数α和β，利用矩阵分裂理论，将矩阵
ＰＡ分裂为

ＰＡ＝１
ω
（ＭＣα－ＮＣα）

和

ＰＡ＝１
ω
（ＭＣβ－ＮＣβ）

两种形式，其中，

ＭＣα ＝（Ｉ－αＤ１）－ω（Ｌ－Ｃ＋Ｌ１），
ＮＣα ＝［（Ｉ－αＤ１）－ω（Ｉ－Ｄ１）＋ω（Ｕ＋Ｕ１）］，

ＭＣβ ＝β（Ｉ－Ｄ１）－ω（Ｌ－Ｃ＋Ｌ１），
ＮＣβ ＝［（β－ω）（Ｉ－Ｄ１）＋ω（Ｕ＋Ｕ１）］

则在这两类分裂下的ＳＯＲ迭代法的迭代矩阵为
ＴＣα ＝Ｍ

－１
ＣαＮＣα （４）

ＴＣβ ＝Ｍ
－１
ＣβＮＣβ （５）

容易知道当α＝１，β＝１时，（４）和 （５）式就是
常见预处理后的分裂形式 （３）式。

２　定义和引理

定义１［４］　设ｎ×ｎ阶方阵Ａ＝（ａｉｊ）的阶ｎ≥
２，称Ａ是不可约的，如果对集合 Ｗ ＝｛１，２，…，
ｎ｝的任意两个非空不相交的子集Ｓ和Ｔ，Ｓ＋Ｔ＝
Ｗ，都有ｉ和ｊ满足ｉ∈Ｓ，ｊ∈Ｔ，使ａｉｊ≠０，否

则称Ａ为可约的。
定义２［５］　如果ｎ×ｎ阶矩阵Ａ能表示为Ａ＝ｓＩ

－Ｂ，Ｉ为ｎ阶的单位矩阵，Ｂ≥０，当 ｓ≥ ρ（Ｂ）
时，称Ａ为Ｍ－矩阵，特别称ｎ×ｎ阶矩阵Ａ为奇
异Ｍ－矩阵，当ｓ＝ρ（Ｂ）时；称ｎ×ｎ阶矩阵Ａ为
非奇异的 Ｍ －矩阵，当 ｓ＞ρ（Ｂ）时，其中 ρ（Ｂ）
为Ｂ的谱半径。

定义３［５］　所有ｎ×ｎ阶的实矩阵Ａ＝（ａｉｊ）ｎ×ｎ
所组成的集合为Ｒｎ×ｎ，其中Ｒｎ×ｎ的子集

Ｚｎ×ｎ ＝｛Ａ＝（ａｉｊ）ｎ×ｎ Ａ∈Ｒ
ｎ×ｎ，

ａｉｊ≤０，（ｉ，ｊ，ｉ≠ｊ）｝
当Ａ∈Ｚｎ×ｎ，并且ａｉｉ＞０（ｉ）成立时，称矩阵Ａ
为Ｌ－矩阵。

引理１［６］　 （ＰｅｒｒｏｎＦｒｏｂｅｎｉｕｓ定理）如果Ａ为
ｎ×ｎ阶非负方阵，那么

（ｉ）矩阵 Ａ有非负特征值等于它的谱半径
ρ（Ａ）；

（ｉｉ）矩阵Ａ有与谱半径ρ（Ａ）相对应的非负特
征向量；

（ｉｉｉ）当矩阵 Ａ的任一元素增加时，谱半径
ρ（Ａ）不减。

引理２［７］　设ｎ×ｎ阶矩阵Ａ为非负矩阵，则
（ｉ）如果对常数α，满足αｘ≤Ａｘ对某一个非

负向量ｘ且ｘ≠０成立，那么就有α≤ρ（Ａ）；
（ｉｉ）如果对常数β，Ａｘ≤βｘ对某一个正向量

ｘ成立，那么就有ρ（Ａ）≤β，进一步，如果矩阵Ａ
不可约且有０≠αｘ≤Ａｘ≤βｘ，αｘ≠Ａｘ，Ａｘ≠βｘ对
某一个ｎ阶非负向量 ｘ成立，那么就有 α＜ρ（Ａ）
＜β。

３　主要结果及证明
定理１　设线性方程组的系数矩阵Ａ是非奇异

不可约Ｍ－矩阵，且０＜ａｉ１ａ１ｉ＜１，ｉ＝２，３，…，ｎ，
ω∈（０，１），Ｔ，ＴＣα和 ＴＣβ分别由式 （２）， （４）和
（５）给出的ＳＯＲ迭代法的迭代矩阵，那么在迭代
矩阵Ｔ的谱半径ρ（Ｔ）＜１时有

（ｉ）当１≤α＜ｍｉｎ１－ω
ａｉ１ａ１ｉ

＋{ }ω ，ｉ＝２，３，…，
ｎ时，有ρ（ＴＣα）≤ρ（Ｔ）；

（ｉｉ）当０＜ω≤β≤１时，有ρ（ＴＣβ）≤ρ（Ｔ）。
证明　首先证明对满足题设条件的非奇异不可

约Ｍ －矩阵Ａ在ω∈（０，１）时，有
（ＮＣα－ρ（Ｔ）ＭＣα）ｘ＝

（ρ（Ｔ）－１）［αＤ１＋Ｃ（１－ω）＋ωＬ１］ｘ
其中ｘ为与ρ（Ｔ）对应的正特征向量，α≥１。

５３
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由于Ａ为非奇异不可约 Ｍ －矩阵，易知 （４）
式对应的ＳＯＲ迭代矩阵是非负不可约的，且 ［（１
－ω）Ｉ＋ωＵ］ｘ＝ρ（Ｔ）（Ｉ－ωＬ）ｘ，结合 ＣＬ＝０，
有

ωＣＵｘ＝［ρ（Ｔ）Ｃ（１－ω）Ｌ－（１－ω）ＣＩ］ｘ＝
［ρ（Ｔ）Ｃ－（１－ω）Ｃ］ｘ

所以

（ＮＣα－ρ（Ｔ）ＭＣα）ｘ＝
｛［（Ｉ－αＤ１）－ω（Ｉ－Ｄ１）＋ω（Ｕ＋Ｕ１）］－
ρ（Ｔ）［（Ｉ－αＤ１）－ω（Ｌ－Ｃ＋ＬＬ１）］｝ｘ＝
［－（α－ω）Ｄ１＋αρ（Ｔ）Ｄ１＋ωＵ１－

ρ（Ｔ）ωＣ＋ρ（Ｔ）ωＬ１］ｘ＝
［α（ρ（Ｔ）－１）Ｄ１＋ω（Ｄ１＋Ｕ１＋Ｌ１）－
ρ（Ｔ）ωＣ＋（ρ（Ｔ）－１）ωＬ１］ｘ＝

［α（ρ（Ｔ）－１）Ｄ１＋（ρ（Ｔ）－１）Ｃ（１－ω）＋
（ρ（Ｔ）－１）ωＬ１］ｘ＝

（ρ（Ｔ）－１）［αＤ１＋Ｃ（１－ω）＋ωＬ１］ｘ
从而上述结论成立。

另由文 ［８］的引理３知，Ｔ是一个不可约的
非负矩阵，再由引理１知，存在一个正向量 ｘ＝
（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ），满足Ｔｘ＝ρ（Ｔ）ｘ，即

［（１－ω）Ｉ＋ωＵ］ｘ＝（Ｉ－ωＬ）ρ（Ｔ）ｘ

在１≤α＜ｍｉｎ１－ω
ａｉ１ａ１ｉ

＋{ }ω ，ｉ＝２，３，…，ｎ，结合
矩阵Ａ的特点可知Ｍ－１

Ｃα≥０，并且 ＮＣα ＞０。考虑
ＴＣα－ρ（Ｔ）ｘ＝Ｍ

－１
ＣαＮＣαｘ－ρ（Ｔ）ｘ＝Ｍ

－１
Ｃα（ＮＣα －

ρ（Ｔ）ＭＣα）ｘ，从而结合上述证明有
ＴＣα－ρ（Ｔ）ｘ＝Ｍ

－１
ＣαＮＣαｘ－ρ（Ｔ）ｘ＝

Ｍ－１Ｃα（ＮＣα－ρ（Ｔ）ＭＣα）ｘ＝
［（Ｉ－αＤ１）－ω（Ｌ－Ｃ＋Ｌ１）］

－１（ρ（Ｔ）－１）·
［αＤ１＋Ｃ（１－ω）＋ωＬ１］ｘ

所以在ρ（Ｔ）＜１，ω∈（０，１）时，有ＴＣα－ρ（Ｔ）ｘ≤
０，但ＴＣα－λｘ≠０，因此，由引理２可得ρ（ＴＣα）
≤ρ（Ｔ）。

在矩阵和迭代法满足相同的条件下可以证明当

０＜ω≤β≤１时有
（ＮＣβ－ρ（Ｔ）ＭＣβ）ｘ＝

（ρ（Ｔ）－１）［（１－β）（Ｉ－Ｄ１）＋Ｄ１＋ωＬ１］ｘ
类似地有

ＴＣβ－ρ（Ｔ）ｘ＝Ｍ
－１
ＣβＮＣβｘ－ρ（Ｔ）ｘ＝

Ｍ－１Ｃβ（ＮＣβ－ρ（Ｔ）ＭＣβ）ｘ＝
［β（Ｉ－Ｄ１）－ω（Ｌ－Ｃ＋Ｌ１）］

－１（ρ（Ｔ）－１）·
［（１－β）（Ｉ－Ｄ１）＋Ｄ１＋ωＬ１］ｘ

因此在ρ（Ｔ）＜１，ω∈（０，１）时，有ＴＣβ－ρ（Ｔ）ｘ
≤０，但 ＴＣα －λｘ≠ ０，因此，由引理 ２可得

ρ（ＴＣβ）≤ρ（Ｔ）。
定理２　设线性方程组的系数矩阵Ａ是非奇异

不可约Ｍ－矩阵，且０＜ａｉ１ａ１ｉ＜１，ｉ＝２，３，…，ｎ，
ω∈（０，１），ＴＣ，ＴＣα和ＴＣβ分别由式 （３）、（４）和
（５）给出的 ＳＯＲ迭代法的迭代矩阵，那么迭代矩
阵Ｔ的谱半径当ρ（Ｔ）≥１时，

（ｉ）对任意１≤α＜ｍｉｎ１－ω
ａｉ１ａ１ｉ

＋{ }ω ，ｉ＝２，
３，…，ｎ，有ρ（ＴＣα）≥ρ（ＴＣ）；

（ｉｉ）对任意 ０＜ω≤ β≤ １，有 ρ（ＴＣβ）≥
ρ（ＴＣ）。

当迭代矩阵Ｔ的谱半径ρ（Ｔ）＜１时有

（ｉｉｉ）对任意１≤α＜ｍｉｎ１－ω
ａｉ１ａ１ｉ

＋{ }ω ，ｉ＝２，
３，…，ｎ，有ρ（ＴＣα）＜ρ（ＴＣ）；

（ｉｖ）对任意 ０＜ω≤ β≤ １，有 ρ（ＴＣβ）＜
ρ（ＴＣ）。

证明　根据参数１≤α，可知矩阵（Ｉ－Ｄ１）－
（Ｌ－Ｃ＋Ｌ１）≥（Ｉ－αＤ１）－（Ｌ－Ｃ＋Ｌ１），则相应
的逆矩阵就有［（Ｉ－Ｄ１）－（Ｌ－Ｃ＋Ｌ１）］

－１≤［（Ｉ
－αＤ１）－（Ｌ－Ｃ＋Ｌ１）］

－１，又由文 ［９－１０］中的
引理３知，迭代矩阵ＴＣ是非负矩阵，再结合引理１
可知其谱半径是它的一个特征值，且有与之相对应

的非负特征向量ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）
Ｔ，满足ＴＣｘ＝

ρ（ＴＣ）ｘ。从而
ＴＣαｘ－ρ（ＴＣ）ｘ＝ＴＣαｘ－ＴＣｘ＝

（ＴＣαｘ－ρ（Ｔ）ｘ）－（ＴＣｘ－ρ（Ｔ）ｘ）≥
Ｍ－１Ｃα［（ＮＣα－ρ（Ｔ）ＭＣα）－（ＮＣ－ρ（Ｔ）ＭＣ）］ｘ＝

Ｍ－１Ｃα（ρ（Ｔ）－１）（α－１）Ｄ１ｘ
即

ＴＣαｘ－ρ（ＴＣ）ｘ≥［（Ｉ－αＤ１）－ω（Ｌ－Ｃ＋Ｌ１）］
－１·

（ρ（Ｔ）－１）（α－１）Ｄ１ｘ
所以，当ρ（Ｔ）≥１时，上述不等式右端大于零，
从而ρ（ＴＣα）≥ρ（ＴＣ）；

另一方面，又由于

ＴＣαｘ－ρ（ＴＣ）ｘ＝ＴＣαｘ－ＴＣｘ＝
（ρ（Ｔ）ｘ－ＴＣｘ）－（ρ（Ｔ）ｘ－ＴＣαｘ）≤

Ｍ－１Ｃ［（ρ（Ｔ）ＭＣ－ＮＣ）－（ρ（Ｔ）ＭＣα－ＮＣα）］ｘ＝
Ｍ－１Ｃ（ρ（Ｔ）－１）（α－１）Ｄ１ｘ

所以，当ρ（Ｔ）＜１时，上述不等式右端小于零，
所以ρ（ＴＣα）＜ρ（ＴＣ）。

类似地可以证明当０＜ω≤β≤１时有上述的
结论成立。

注１　从上述的证明可以看出，当 ρ（Ｔ）＜１
时，如果将不同的αｊ（ｊ＝１，２）下的迭代矩阵 （４）
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式的谱半径记为 ρ（ＴＣαｊ），那么当 １≤ αｊ ＜

ｍｉｎ１－ω
ａｉ１ａ１ｉ

＋{ }ω ，ｉ＝１，２，…，ｎ－１，ｊ＝１，２，且
α１ ＞α２时，有 ρ（ＴＣα１）≤ ρ（ＴＣα２）。同理可得当
ρ（Ｔ）＜１时，在 βｊ（ｊ＝１，２）下的迭代矩阵 （５）
式的谱半径为ρ（ＴＣβｊ），对不同的βｊ，当０＜ω≤
βｊ≤１且β１ ＜β２时，有ρ（ＴＣβ１）≤ρ（ＴＣβ２）。

４　数值例子
例１　如果矩阵Ａ的表达式如下所示：

Ａ＝

１ －０２ －０３ －０１
－０１ １ ０ －０３
－０２ ０ １ －０２
－０４ －











０２ ０ １

计算可知，以 Ａ为线性方程组的系数矩阵，对不
同的当ω，α时，谱半径的比较如表１。

表１　不同参数的迭代法谱半径
Ｔａｂｌｅ１　ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｓｐｅｃｔｒａｌｒａｄｉｕｓｉｎ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｐａｒａｍｅｔｅｒｓｖａｌｕｅｓ

ω ρ（Ｔ） ρ（ＴＣ） α ρ（ＴＣα） β ρ（ＴＣβ）

０６ ０７７５１０６２４９ １ ０６２９４ １ ０６２９４
０６ ０７７５１０６２４９ ２ ０６０９１ ０９ ０５７２９
０６ ０７７５１０６２４９ ３ ０５７２３ ０８ ０５０２９
０６ ０７７５１０６２４９ ４ ０５５４１ ０７ ０４０２２
０６ ０７７５１０６２４９ ５ ０５２８２ ０６ ０２３２５
０６ ０７７５１０６２４９ ６ ０５０１６ ０３ １０２５８
０１ ０８６５３０８０１２ ４ ０７６４５ ０１ ０８０１２

从表１可以看出，对给定的 ω，文中给出的
迭代法 （４）随着α的增大其谱半径在减小，迭代
法 （５）随着β的减小其谱半径也在减小，并且当
ω＝β时谱半径达到最小；对不同的 β，当 β＝
０３时，迭代法就不收敛。不论ω，β如何变化，都
可以得到当ω＝β时这种新的迭代法的谱半径达到
最小。而且两种迭代法的收敛速度都较一般的预处

理迭代收敛速度快。另外，数据试验发现，尽管迭

代法 （４）随着α的增大其谱半径在减小，而且当

αｊ＞ｍｉｎ
１－ω
ａｉ１ａ１ｉ

＋{ }ω 时，谱半径还会进一步的减
小然后再随着α的增大而增大，α限制的原因是非
负矩阵理论引起的，如何证明在α超出该范围时收

敛性更好还有待解决。

５　结　语
利用参数α，β，给出预处理后 ＳＯＲ迭代法的

两类新的分裂形式，与常见的预处理后 ＳＯＲ迭代
法收敛速度进行比较，得到较好结果，并找到参数

的最优取值，对科学计算中遇到的线性方程组的求

解问题提供理论支持，同时也为今后在求解线性方

程组时可以从预处理因子和分裂形式两方面选择来

加速迭代法收敛性提供帮助。

参考文献：

［１］　ＹＵＮＪＨ．ＡｎｏｔｅｏｎｔｈｅｍｏｄｉｆｉｅｄＳＯＲｍｅｔｈｏｄｆｏｒＺｍａ
ｔｒｉｃｅｓ［Ｊ］．ＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓａｎｄＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ，
２００７，１９４：５７２－５７６．

［２］　ＮＩＫＩＨ，ＨＡＲＡＤＡＫ，ＭＯＲＩＭＯＴＯＭ，ｅｔａｌ．Ｔｈｅｓｕｒ
ｖｅｙｏｆｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｒｓｕｓｅｄｆｏｒａｃｃｅｌｅｒａｔｉｎｇｔｈｅｒａｔｅｏｆ
ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｉｎｔｈｅＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌｏｆ
ＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌａｎｄＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，２００４，１６５：
５８７－６００．

［３］　ＨＵＡＮＧＴＺ，ＣＨＥＮＧＧＨ，ＣＨＥＮＧＸＹ．Ｍｏｄｉｆｉｅｄ
ＳＯＲｔｙｐｅｉｔｅｒａｔｉｖｅｍｅｔｈｏｄｆｏｒＺｍａｔｒｉｃｅｓ［Ｊ］．Ａｐｐｌｉｅｄ
ＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓａｎｄＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ，２００６，１７５：２５８－２６８．

［４］　张谋成，黎稳．非负矩阵论［Ｍ］．广州：广东高等教
育出版社，１９９５．

［５］　ＹＯＮＧＤＭ．Ｉｔｅｒａｔｉｖｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｌａｒｇｅｌｉｎｅａｒｓｙｓｔｅｍｓ
［Ｍ］．ＮｅｗＹｏｒｋ：ＡｃａｄｅｍｉｃＰｒｅｓｓ，１９７１．

［６］　ＶＡＲＧＡＲＳ．Ｍａｔｒｉｘｉｔｅｒａｔｉｖｅａｎａｌｙｓｉｓ［Ｍ］．Ｈｅｉｄｅｌｂｅｒｇ：
ＳｐｒｉｎｇＶｅｒｌａｇ，２０００．

［７］　ＬＩＵＱＢ，ＣＨＥＮＧＬ，ＣＡＩＪ．Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅａｎａｌｙｓｉｓｏｆ
ｔｈｅｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｄＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌｍｅｔｈｏｄｆｏｒＨｍａｔｒｉｃｅｓ
［Ｊ］．ＣｏｍｐｕｔｅｒｓａｎｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓｗｉｔｈＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，
２００８，５６：２０４８－２０５３．

［８］　ＹＵＮＪＨ．ＣｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｆＳＳＯＲｍｕｌｔｉｓｐｌｉｔｔｉｎｇｍｅｔｈｏｄｆｏｒ
ａｎＨｍａｔｒｉｘ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌａｎｄＡｐｐｌｉｅｄ
Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，２００８，２１７：２５２－２５８．

［９］　ＷＡＮＧＸＺ，ＨＵＡＮＧＴＺ，ＦＵＹＤ．Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｒｅｓｕｌｔｓ
ｏｎｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｄＳＯＲｔｙｐｅｉｔｅｒａｔｉｖｅｍｅｔｈｏｄｆｏｒＺｍａｔｒｉ
ｃｅｓｌｉｎｅａｒｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌａｎｄＡｐ
ｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，２００７，２０６：７２６－７３２．

［１０］　ＬＩＷ．Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｒｅｓｕｌｔｓｆｏｒｓｏｌｖｉｎｇｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｄｌｉｎ
ｅａｒｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌａｎｄＡｐｐｌｉｅｄ
Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，２００５，１７６：３１９－３２９．

７３




